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Nachfolgend wird eine neue Bi-Quaternion-Notation eingefiihrt und an der
Elektrodynamik angewendet. Es folgt daraus ein Set von erweiterten
MaxweLL‘schen Gleichungen und anderen fundamentalen Gleichungen der
Elektrodynamik, die alle mit der LoreNTz-Bedingung ubergehen in die
klassische Form.

Darliber hinaus erlauben Bi-Quaternionen eine kompakte Formulierung
der SRT. Bi-Quaternionen kénnen auch in der Mechanik (Dynamik) und in
anderen Disziplinen der Physik angewendet werden.

Einleitung

Eine der groRten emotionalen Auseinandersetzungen im spaten neunzehnten Jahrhundert
war Uber die mathematische Notation fiir die Gleichungen der Elektrodynamik!?. Die
heutige Vektor-Notation war zu dieser Zeit noch nicht voll entwickelt und einige Phy-
siker — unter ihnen war auch James Clerk MAXWELL — waren von der Quaternion-
Notation (iberzeugt. Das Quaternion wurde 1843 von Sir William Rowan HAMILTONE!
erfunden. Peter Guthrie TAIT™ war der groRte Verfechter der Quaternionen. Ander-
seits haben sich Oliver HEavisIDE” und Josiah Willard Gises™*®! unabhangig voneinan-
der entschieden, dass sie einen Teil des Quaternions besser fiir Berechnungen nutzen
konnten als das gesamte Quaternion, weshalb sie mit dem weitergerechnet haben, was
heute als Vektoralgebra bekannt ist. Vor EINSTEIN wurden praktisch alle Berechnungen
mit dreidimensionalen Vektoren durchgefiihrt. Das Quaternion ist aber eine vierdimen-
sionale Zahl. Um nun das Quaternion fiir die urspriinglich dreidimensionale Elektro-
dynamik von MAXWELL brauchbar zu machen, haben Hamilton und Tait vor den
skalaren Teil des Quaternions das Zeichen ,S. und vor den vektoriellen Teil das Zeichen
,V.* angebracht, das Quaternion wurde ,vektorisiert’. Diese Notation hat dann MAX-
weLL®! auch in seiner Treatise verwendet, worin er etliche Gleichungen mit dieser
Schreibweise publiziert hatte. Darin fiihrte MAXWELL keine Berechnungen mit Quater-
nionen durch sondern prasentierte nur die SchluBergebnisse in der ,vektorisierten’
Quaternion Form. Die Quaternion-Notation stellte sich gegentber der Vektornotation
nicht als nutzlich heraus.

Bereits vor einiger Zeit haben wir gezeigt™, dass die Elektrodynamik erst mit der
Einflhrung von Bi-Quaternion — einer komplexen Erweiterung von Quaternionen —
kompakt und im Sinne von TAIT in der Elektrodynamik angewendet werden kénnen.
Nachfolgende Arbeit ist eine Weiterfilhrung dieser Gedanken und zeigt und universelle
Einsetzbarkeit von Bi-Quaternionen in der Physik auf.

* André Waser, Birchli 35, CH-8840 Einsiedeln
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HAMILTON's Quaternionen
Ein HAMILTON’sches Quaternion hat einen (realen) Skalarteil und einen (imaginéren)
Vektorteil. Im unteren Beispiel ist ,a* der Skalarteil und ‘bi + cj + dk’ der Vektorteil.

Q=a+bhi+cj+dk 11)
Darin sind a, b, ¢ und d reelle Zahlen und i, j, k sind die sogenannten HAMILTON schen
Einheitsvektoren mit dem Betrag von +-1. Diese erfiillen die Gleichungen
P=F=K=ik=-1 1.2
j=k jk=i ki=]j
ij=—ji jk=-k ki=-ik
Eine schdne Erklarung Gber die Rotationseigenschaften der HAMILTON schen Einheits-
vektoren in einem dreidimensionalen ARGAND Diagram wurde von GoucH™ publiziert.

Ein Quaternion ist eine hyperkomplexe Zahl. Der Radius (Betrag) des Quaternions
im vierdimensionalen Raum ist ahnlich definiert wie fir gewohnliche komplexe Zahlen

(Walker™2):
Q] = /X + X + x5 +x3 (1.3)

Mit der Einflihrung eines konjugierten Quaternions

Q*=a-bi-cj-dk (1.4)
folgt fur den Betrag eines Quaternions auch
1Q|=4QQ =X+ xErx . (L5)

Das vierdimensionale Quaternion eignet sich gut zur Darstellung eines Ereignisses im
vierdimensionalen Raum:

X=Xy +X 1+X, j+ X,k . (1.6)

Ab hier beniitzen wir folgende Konvention der I ndizesund Einheitsvektoren:
e Indexk=1,2,3

e Indexj=0,1,2,3=0,k

e Die Einheitsvektoren im dreidimensionalen Raum sind €, €,, €, =€,

e Die HAMILTON’schen Einheiten i, j, k sind in kursiver Schrift

e und die imaginare Einheit i=+v-1 in Normalschrift.

Fassen wir damit die HAMILTON schen Einheiten und die Einheitsvektoren zusammen zu

i=(i¢, j&, k§,) 1.7)
dann kénnen wir fur ein Quaternion X; auch schreiben
X=X, +1-%, (1.8)
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Rechenregeln mit Quaternionen

Wir haben die zwei Quaternionen
X =(Xo+i-%) und Y =(y, +i-y) .

Ein konjugiertes Quaternion X" ist dann:

Das Skalarprodukt X-Y ist:
XY =Y-X=(XY, +X-Y)
Die Multiplikation XY ist:

Der Betrag des Quaternions X ist:

X| VXX =Rk
Dann gilt auch
XX =X'X=x; +%-X=|X|=X-X
Der Kehrwert X™ ist

Die Division Y/X ist:
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Einfihrung von Bi-Quaternionen

Eine Erweiterung der Quaternionen zu achtdimensionalen Zahlen kann dadurch erreicht
werden, dass die Variablen a, b, ¢, d neu nicht reelle sondern komplexe Zahlen sind. Ein
(komplexes) Quaternion — oder Bi-Quaternion — ist dann:

X = (X, +ix7)+1-(i%, +%") (1.16)

Diese Zahl unterscheidet sich vom Oktinion (bekannt aus der Lie-Algebra) dadurch, dass
weiterhin die HAMILTON schen Einheiten i, j, k alleine gultig sind und keine weitere vier
Einheiten hinzugefiigt werden. Ein Bi-Quaternion kann als eine Zahl von zwei sich
tberlagernden, vierdimensionalen Zahlen betrachtet werden:

X=X+ X = (X +100%, )+ (ix° +7-%*) (1.17)

Nachfolgende Untersuchungen an dieser achtfachen Zahl haben gezeigt, dass sich dieses
Bi-Quaternion hervorragend zur kompakten Beschreibung der Elektrodynamik und wei-
terer Gebiete der Physik eignet.

Aber zuerst miissen wir uns entscheiden, ob entweder X; oder X! Representant eines
physikalischen Vierervektors verwendet wird. Rechnungen zeigen, dass beide zu
aquivalenten Ergebnissen fiihren. Die Wahl zwischen X; und X! ist also frei. Um
weiterhin einen realen Term zu haben, entscheiden wir uns nachfolgend, dass X; den
bekannten physikalischen Vierervektoren zugeordnet werden.

Wie wir spéter sehen werden, konnen damit alle Grundgleichungen der klassischen
und relativistischen Elektrodynamik ohne Tensor-Multiplikationen sondern alleinig
durch Bi-Quaternion-Multiplikationen hergeleitet werden.

Bei der Multiplikation von zwei Bi-Quaternionen treten 16 oder 64 Glieder auf, die
zusammenfassend wiederum ein Bi-Quaternion geméaR (1.17) ergeben. Die Abbildung
dieser Ergebnisse auf physikalische Vierervektoren X; liefert parallel dazu X'=0.

Wie nachfolgend gezeigt wird, hat diese Nullsetzung des jeweiligen anderen
Vierervektors ihre Ursache in physikalischen Erhaltungssétzen.

Die Bi-Quaternionen (1.17) lassen sich somit wie folgt klassifizieren:
Unvollstandige Bi-Quaternionen X, = x, +i-i%, X’ =x° +7-ix" (1.18)

Vollstandiges Bi-Quaternion X=X+ X = (%, +ix°)+1-(i%, +1-X*)  (119)
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Rechenregeln mit unvollstédndigen Bi-Quaternionen
Wir haben die zwei unvollstandigen Bi-Quaternionen
X = (X +1-0%, ) und Y =(y, +7-iy, ) -

Ein konjugiertes unvollstandiges Bi-Quaternion X ist dann:

X = (%, —i-i%, ) (1.20)
Das Skalarprodukt zweier unvollstandiger Bi-Quaternionen XY ist:
XY =YX =(XoYo — % - Yy ) (1.21)
und XY ist:
XY =YX =(XY, + %X, Vi) (1.22)

Die Multiplikation zweier unvollstandigen Bi-Quaternionen XY ist:
XY = (XY, + Xy - Vi) +1-[1(X¥y + %, Yo ) =%, XV, |
YX = (XoYo + % - Vi) +1-[1(XoY + X, Yo )+ %, x Y, |
Der Betrag des unvollstandigen Bi-Quaternions X ist:

IX| = VXX =% - %, - X, (1.24)

(1.23)

Dann gilt auch
XX = XX =x]-%, X, =[X|=X-X (1.25)

Rechenregeln mit vollstandigen Bi-Quaternionen
Wir haben die zwei vollstdndigen Bi-Quaternionen

X = [xo +ix° +iﬂ~(ixk +xk)J und Y = [yo +iy° +iﬂ~(iyk +yk)].
wobei die hoch- und tiefgestellten Indexes k=1,2,3 keine Potenzen sind.
Ein konjugiertes vollstandiges Bi-Quaternion X ist dann:
X' = [(xO - ix")—ia-(ixk —x* )] (1.26)
Das Skalarprodukt XY ist:
X-Y=Y-X= (XY =% Y, +x°y" =X -§¥) w2
H(Xoy? + Ry - §F Xy, + XY ) '
und XY ist:
XY =Y-X = Xy, +%, ¥, +X°y° +x* -y (1.28)
Die Multiplikation XY ist:
XY = (X¥o+%y - i =Xy =X F)+i( Xy =X ¥ + Xy, - Xy, )
AL 6V =Xy +YoXE =YX, )+ i(Xo¥y + X+ yoX, +YXE)  (1.29)
(XX =%, ), )i (% x <+ KK xyk)]

Der Betrag des vollstandigen Bi-Quaternions X ist:

X[ =VX-X = (XX =Xy - Xy + XX =X X4 )4 20 (X, X" + X, - X)) (1.30)
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Die Multiplikation XX ist:
XX = (XX 4 XX =Xy Xy =X %)+ 21 (%X +X°%, )+ (%, xX*) | (2.31)
Die Multiplikation XY ist:
XY = (xoyO +x°%° -%, -y, %" -)”/k)+i(x°y0 +x4y, =Xy’ —xkyk)
i [(xoy" +X°, + Y X +y°%, ) + i(xoyk +YoX, =X, — y°)”<k) (1.32)

(zkxyk+xkxyk)+i(xkxyk+xkxyk)]

Ableitungen
Der Bi-Quaternion Nabla Operator ist;
jzizlﬁ_,_i i”ﬂhik =1ﬁ+f.i§ (1.33)
oX; cot OX, OX, 0OX, cot

Der Bi-Quaternion b*ALEMBERT Operator ist:

2 2 2 2 2
Ajs|vj|2=vj*(vj ):ia__a__a__a 1o X (1.34)

Totale Ableitung nach der Zeit
Der Operator fiir die totale zeitliche Ableitung eines Bi-Quaternions ist (siehe Anhang

A):
d 0 =) «|. (< V 0O -
—=|—+V-V [+Ii:]i|CV+—0o— |-(VXV 1.35
dt[at ){( Catj(x)} ()
Das spezielle Multiplikationszeichen o bedeutet, dass beim Anwenden des Operators fur

den Skalarteil das Skalarprodukt und fiir den Vektorteil das Kreuzprodukt angewendet
werden mul?.

Der Operator in Gleichung (1.35) ist analog zum bekannten Operator in der Ebene:

E=é+vV
dt ot

Das selbe Resultat wie in (1.35) erhalten wir mit folgender Multiplikation
a - = | . = v a — —
(WV)A—[[a+v-VJ+|.{|[6V+anj—(VxV)DA (1.36)

Angewendet auf den Ereignisvektor X finden wir

dx 1
YV=—=—(VYV)X 1.37
dt 4( ) (137)
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Bi-Quaternionen im vierdimensionalen Raum

Ein Ereignis X im vierdimensionalen Raum kann direkt mit einem Bi-Quaternion darge-
stellt werden gemaR

X =ct+i-ix . (1.38)
Der Betrag (Abstand des Ereignisses zum Ursprung) fuhrt gemaf (1.12) zu:

IX| =vc?t? —x? (1.39)

Dieser Betrag ist nach Auffassung der speziellen Relativitatstheorie invariant zum Iner-
tialsystem. Das gilt auch fiir das Differential dX. Eine Division von dX durch c ergibt
eine weitere Invariante:

1 1 v2
de = \/dtz —C—z(dxf +dx} +dx3 ) = dt, /1—0—2 =dr (1.40)

Dies stellt die aus der Relativitatstheorie bekannte Zeitdilatation dar. Fiir das Differential
eines Ereignisvektors X gilt ferner

dX = cdt +i-id% (1.42)

so dal} daraus die bekannte relativistische Vierer geschwindigkeit U folgt zu:

v :(Z_X - - 2 * "'Vz '
T
A
c c
wobei Vv die Geschwindigkeit zwischen zwei relativ zueinander bewegten Inertialsystem

ist. Der Betrag der relativistischen Vierergeschwindigkeit ist bekanntlich immer gleich c.

U =c (1.43)

(1.42)

Aus (1.42) finden wir die bekannten Faktoren aus der Relativitatstheorie:

1 v -1 VP
Y= , Y -1=—v2, Y el (1.44)a, b, c

v2 c Y

Bilden wir die zeitlich totale Ableitung des Ereignisvektors X so erhalten wir eine an-
dere, nicht relativistische Vierergeschwindigkeit (Koordinatengeschwindigkeit) ¥

v=2X_ iy (1.45)
dt

die mit der relativistischen Vierergeschwindigkeit verknipft ist geméan
U=7yY (1.46)

Die Addition von zwei Geschwindigkeiten V; und ¥, mul? weiterhin Gleichung (1.43)
genugen:

V,+V,[=c = VY, +V,=2c+i(V,+7,) (1.47)

Das Additionsgesetz wird im néchsten Abschnitt hergeleitet.
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Die Lorentz-Transformation in Bi-Quaternion Form

Die relativistische Vierergeschwindigkeit U ist besonders hilfreich zur Formulierung der
Koordinatentransformation zwischen den relativ zueinander bewegten Systemen S’ und
S (s. Anhang B). Sei U =c+i-it die Relativgeschwindigkeit zwischen S und S, so ist:

XE%UX (1.48)
Und umgekehrt ist
x:%ux’ (1.49)
Und aufgelost:
ct’:y[ct—¥j, X' =7y(%X-Vt) (1.50)a, b
Ctzy(ct'+¥j, X =7y (X +Vt) (1.51)a, b

Die Vierergeschwindigkeit U bez. U* ist der Operator, um ein Bi-Quaternion (Vierer-
vektor) von einem Inertialsystem ins andere relativ dazu bewegte Inertialsystem zu
transformieren. Ganz allgemein ist der Transformationsoperator zwischen Grofen im
Inertialsystem S und S’ mit der Relativgeschwindigkeit U = ¢ +1 it :

L=ty (152)
C

=Yy (153)
C

Das Additionstheorem der Geschwindigkeiten 18Rt sich — neben dem Ublichen Weg
Uber die Differentiale von (1.50) oder (1.51) — auch mit obiger Transformation schreiben.
Wir haben die Systeme S und S’, die sich wiederum gegeneinander mit U bewegen.
In S” bewege sich ein Kérper mit der Geschwindigkeit V' = c+1-iv’. Dann ist
W"=luweq(c+3l)+yrua+v) (L54)
c c
Der Realteil der Vierer-Geschwindigkeit muf} immer gleich der Lichtgeschwindigkeit
sein. Dies erreichen wir in (1.54) durch Division mit V¥,

W:J%anl L oyrceqqilty (1.55)
Yo Y14 U\Zl 1+ U\ZI
c c
und daraus
vyt (1.56)
uv
1+—
c
U+V]=c (1.57)

Die ,,Normierung* mit v,” hat ihren Ursprung in der ,,Bestimmung* der Geschwin-
digkeit V¥’ aulerhalb von S’. Denn ¥’ kann im System S nicht direkt gemessen werden.
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Die Bi-Quaternion Elektrodynamik fir lineares & isotropisches
Medium (Vakuum)

Das elektrische und magnetische Bi-Quaternion Kraftfeld

Analog zur Geschwindigkeit setzen wir die Bi-Quater nion Potenziale an mit den Kom-
ponenten ¢ [V]und A [Vs/m]:

Az%+f~iA 2.1)
oder mit
A= C%v 2.2)
auch
Azc%vzc%(cﬁ-iv) 2.3)
Dann ergibt die Ableitung des Bi-Quaternion Potenzials (2.1) gemaR:
VA :(C%Z_TJFVAJJFT-E(%H%?}_(?XA)} (2.4)
mit den Substitutionen
:_%@_“.A, E:F_:_*(p_@, B=VxA (25)a, b, ¢
c” ot q ot

die Gleichung fur das elektrische Kraftfed [E [V / m]:
[E=—cVA =cs+ T-(iE +C I§) oder [E= T-(iE +c|§) fir s=0 (2.6)

und die Gleichung fiir die magnetische Induktion B [Vs/ m]:

o |-

B=—iVA:is+T-(iI§—1E) oder [B:F(if%— Ej firs=0  (2.7)
c

und finden daraus

E--icB, B=-F (2.8)
C

Betrachten wir den reellen skalaren Term s etwas genauer. Es ist

110p = , . 1 do
V-A=-s=——|—+V-(¢V) |=—5— 2.9
cz[at (o )} ¢’ dt (29)
s ist aus der LORENTz-Bedingung (s=0) bekannt. Die LORENTZ-Bedingung ist
demnach eine Forderung nach Quellenfreiheit des Bi-Quaternion Potenzials A, denn es
ist
1op = = 0P = ,
-s=V-A=0 » =—/4+V-A=0 > —+V-(¢v)=0 2.10
¢’ ot ot (oV) (2.10)
Dies zeigt, dass die LORENTZz-Bedingung die Forderung nach der Erhaltung der Skalar-
potenzials ¢ darstellt. Die LORENTZz-Bedingung ist ein Erhaltungssatz. Aus (2.9) folgt
unabhangig vom Wert fir s auch noch die generelle L orentz-Bedingung:

1de

+V-A=0 2.11
c? dt @11
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Die Bi-Quaternion Potenzialdichte

Analog zu den Potenzialen setzen wir die Bi-Quaternion Ladungs- und Stromdichte
an mit den Komponenten p [ As/m*Jund J [A/m?]:

J=cp+i-iJ (2.12)
oder mit
J=pV=yp,V (2.13)
auch
J=p,U=pVY =cp+i-ipV (2.14)

Dann ergibt die Ableitung der Stromdichte (2.12)
d o= [ 13 2 =
V.ﬂ:E-FV'\]-‘rl'|:|[CVp+EEj—(VXJ):| (215)

mit den Substitutionen

op p ol

=—2_Vv.J, A=—pVp-==, J=VxJ 2.16)a, b
g=-— A=—ueVp—-— J (2.16)
die Gleichungen fiir eine Volumen-Stromdichte J [A / m?]:
. I (S
g——lvﬂ—lgﬂ-[li——g) (2.17)
u
und eine Potenzialdichte A [Vs/ m*:
A=-pVl=pc+ r(lé + pi) (2.18)
und finden daraus
A=-ipd, B=-A (219)
il
Betrachten wir den reellen skalaren Term o etwas genauer. Dieser ist
v.ﬂz—g:—@—v(pv)z—ld—p (2.20)

ot ¢ dt

o ist aus der Ladungserhaltung (c = 0) bekannt. Die Ladungserhaltung ist demnach eine
Forderung nach Quellenfreiheit der Bi-Quaternion Potenzialdichte A, denn es ist

—5=pvV-J=0 — %N-j:o - %N-(pv):o (2.21)

Die Erhaltung ist analog zum elektrischen Skalarpotenzial ¢. Mit dem Erhaltungssatz
(2.21) erhalten wir fiir die Bi-Quaternion Potenzialdichte und VVolumenstromdichte:

A=i-(A+i), g:i(ii—iéJ (2.22)
il
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Die MaxweLL'schen Gleichungen flr freie Ladungen und Stréme

Mit folgendem Ansatz erhalten wir direkt die Maxwell’schen Gleichungen in Bi-Quater-
nion Form:

AVE-ViB=v'VA-AA- ul (2.23)
c
Oder aufgelst:
pﬂ_l(ﬁ I—E—ﬁj—ﬁ B+i-|i|V B—%§+Vs _L B L oxE (2.24)
c ot ot c
beziehungsweise
. o 1 VE—ES V.B
uﬂ:[”opjn[ j}— & fil. o1& . (2.25)
Cc . R ——
[ P L VxE VxB P +Vs

Ahnliche Gleichungen wurden bereits von HonIG!®! vorgestellt. Aus (2.25) lassen sich
die Maxwell’schen Gleichungen in Differentialform direkt hinschreiben:

V-B=0 (2.26)
. B o -
AMPERE‘sches Gesetz a2 +VxE=0 (2.27)
. . - = 0S p
Erweitertes CouLoMB‘sches Gesetz V-E x == (2.28)
€
. . - - 10E - -
Erweitertes FARADAY ‘sches Gesetz VxB T a +Vs=ul (2.29)
c

Die letzten zwei Gleichungen gehen mit dem Erhaltungssatz des elektrischen Skalarpo-
tenzials (2.10) ber zu

CouLoms*sches Gesetz eV-E=p (2.30)
‘ - - 10E -
FARADAY ‘sches Gesetz VxB T =ud (2.31)
c

Aus (2.23) finden wir auch den Zusammenhang zwischen dem elektrischen Feld und der
Stromdichte
J=— L VE-—ecVE (2.32)
uc
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Die Wellengleichung der Potenziale und Kraftfelder

Zur Herleitung der Maxwell’schen Gleichungen haben wir den d’Alembert Operator auf

die Potenziale angewendet. Explizit ist das:

1( 1% - - (1A -,
AA:E[C_Zﬁ_VZ(Pj_'_I.I[C_Z a‘[z —VZAJ:MB

Und daraus folgen die Wellengleichungen der Potentiale

109 go P
c? ot? g
10°A -,- -
C_Z atz —VZAZH\]

Bilden wir die Ableitung von (2.23), so finden wir
VV'iB = AiB = puVJ

Und daraus

2 ; 2E 2B
(225 _gag|p | L[ LOE g, [LOB e\
c* ot clc® ot c” ot

10°s op = =
Fo Vo= Frvaeo
,e .
Clza—z—ﬁzﬁz—p(CZVp+ j
10°B =z = =
C—Z?—V B:HVXJ

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)
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Die Bi-Quaternion LoReNTz-Kraftdichte und LorReNTz-Kraft
Definieren wir die Bi-Quaternion Leistungs- und Kraftdichte mit den Komponenten
P[W/m*lund E [N/m?]zu

F=1p4+iif (2.40)
C
und wahlen den Bi-Quaternion Ansatz
F = L0E - isB=—0vA - —pVYVA = —p%\ (2.41)
c

so finden wir mit den Substitutionen (2.10) und mit (2.13) die Kraftdichte auf eine
Ladungsdichte p, die sich im externen Potenzialfeld A mit der Geschwindigkeit Y

bewegt, zu
P 0 V-E4+c? _ov-B
F=L[ T D)=L BRSPS 1y VB 2.42)
c\0 F) clc’pB-pvxE pVxB+pE+pVs
und schlieBlich
pv-B=0 (2.43)
v o~ -
SxE=B (2.44)
erweiterte Leistungsdichte p<\7~ E+c? s) =P (2.45)
erweiterte LORENTZ-Kraftdichte p(\7 xB+E+V s) =F (2.46)
Beachtenswert ist auch J-B=0 unddadurch J-E=P (2.47)a, b

Die Gleichungen (2.45) und (2.46) gehen mit dem Erhaltungssatz des elektrischen Ska-
larpotenzials (2.10) tber zu

<
mi
Il
o

Leistungsdichte (s=0) pv- (2.48)

LoreNTz-Kraftdichte (s=0) p(\7 xB

+
m
N—
Il
T

(2.49)

Fir eine punktférmige Ladung g im Potenzial A finden wir analog zu (2.40) und (2.41)

= p4+i-E=—qVVA = —q(JLA (2.50)
c dt
erweiterte Leistungsdichte q(v-E+c’s)=P (2.51)
erweiterte LORENTZ-Kraft q (\7)( B+E+V s) =F (2.52)
beziehungsweise mit dem Erhaltungssatz des elektrischen Skalarpotenzials (2.10)
Leistungsdichte (s=0) QV-E=P (2.53)
LoreNTz-Kraft (s=0) q(VxB+E)=F (2.54)
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Bi-Quaternion Poynting Theorem (Energiestromdichte)
Zuerst definieren wir die Bi-Quaternion der Energiestromdichte W mit den Komponen-
ten der Energiedichte w [J/ m*] und der Energiestromdichte S [Js/ m*] zu

wzv_\/+1i-§ (2.55)
c
Betrachten wir den Fall einer Stromdichte J und der von dieser erzeugten Potenzialfelder
A (Maxwell-Gleichungen). Das Gleichgewicht der Kraftdichten dieser beiden Felder
finden wir durch beidseitige Multiplikation der Bi-Quaternion Maxwell Gleichung (2.23)
mit VA und mit (2.41) zu:

Lanywva=va = Laayvatr=o (2.56)
1

w

Die Rechnung (Anhang C) ergibt fiir den Skalarteil:

2 2 2
Lo B W9 L (ExBosE)+E-Tepcs=0  (257)
ot ot ot u

2
Setzen wir die Substitutionen fir die Energiedichte w und die Energiestromdichte S
v_\/:l[aE-E+ll§~B+lszj, sz(éxié_séj 258, b
2 M 1l H
in (2.57) ein und benlitzen (2.45), erhalten wir das bekannte Poynting’sche Theorem
W §.§4p=0 (2.59)
ot
oder mit (2.59) und (2.55) folgt das erweiterte Poynting’sche Theorem (fiir s=0)
cV-W+J-E=0 (2.60)

Die Energiedichte w kénnen wir Ubrigens mit (1.28) noch schreiben als

W= %S[E ‘E (2.61)

Setzen wir (2.32) in (2.41) ein, so finden wir auch noch

F = LoE- -&(V'E)E (2.62)
C

Fur den imaginaren Vektorterm (Anhang C) haben wir
1oje =y jo =y = 1lio =y = 10,2 = =\ = = -
C—ZE(V~E)+(V><B)><B+C—2(V><E)><E—C—25(ExB+SE)+V><SB - F=0 (263
Darin entsprechen die ersten drei Terme der Divergenz vom Maxwell Stress Tensor T:

V-T= !

— S E(V-E)+(VxB)xB+ S (VxE)xE (2.64)

gefolgt von der zeitlichen Ableitung des erweiterten Poynting-Vektors.
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Bi-Quaternion Lorentz-Transformation elektromagnetischer GroRen und Felder
In (2.14) haben wir den Zusammenhang
J=p¥Y =yp,¥ (2.65)

verwendet. Explizit gilt flr die Transformation der Ladungs- und Stromdichte im relati-
vistischen Fall

p=vp, und pv= J= yjo =yp,V (2.66)

Die Lorentz-Transformation des Bi-Quaternion Potenzials A ist:

3+T~iA’:A’:1[U*A:V{Q—M+T-£iﬁ\—i%0—UXAJ (2.67)
c c c cC c c
und wir finden durch Koeffizientenvergleich:
(p':y((p—A-U) (2.68)
A= y(A—%Uj (2.69)
c
Die Lorentz-Transformation der Bi-Quaternion Stromdichte J ist:
coriii =0 =Tuwa=Yu (Cp+ i ij) = y{Cp—u—'J+ T-(ij —ipl —MH
c c c c
und wir finden wiederum durch Koeffizientenvergleich:
, J-u
p :y( ——zj (2.70)
c
I =y(J-pt) (.71)
Fiir die Lorentz-Transformation der Kraftfelder E und B haben wir:
E=1UE
c
T U= .. =) «(z .. = = 0O = . _
cs'+i ~(|E +cB)=chs—E-E+|u~Bj+|~ |E+|UxB+cB—C—2xE—|suﬂ

und daraus

s'= y[s— E 'ZUJ (2.72)

C
E':y(E+U><F3—SU) (2.73)
_ .0 -

c
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Dynamik & Kinematik

Das Bi-Quaternion Gravitationsfeld

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Dynamik bewegter Koérper analog zum
vorherigen Formalismus zur Elektrodynamik. Als Ausgangspunkt bendtigen wir zwei
Felder, deren Bedeutung vorerst offen bleiben soll:
U(X):  Geschwindigkeitsfeld (analog zu A) [m/s]
d(X):  Gravitationspotenzial (analog zu ¢) [m?/s%]

Diese formen das kinemassische Bi-Quater nion Potenzialfeld (Geschwindigkeitsfeld)
M:9+T-i0 (3.1)
c
Dann ergibt die Ableitung von U

(130,6.0)4r Y50+ 2Y ) _(9x0
vtu_[c2 v uj+| L[vqﬁ atj (V u)} (3.2)

Substituieren wir darin die folgenden Kraftfelder:

s, -~ 5.0, G=m_gp-Y F_9<0  @E3abe
c- ot m ot
mit
[ Kraft auf eine Punktmasse m (Testmasse) [N] =[kgm/s?]
G: Gravitationsfeld, Beschleunigungsfeld [m/s?
T: Rotationsfeld, dynamische Induktion [1/5]

wobei das Gravitationsfeld aus zwei (bekannten) Teilen besteht:
= ou

Gs =-Vo und G, = = (3.4)a, b
G Gravitationsfeld eines Gravitationspotenzials [m/s]
Gr Beschleunigungsfeld, induziertes Gravitationsfeld [m/s7]

so finden wir fir das Gravitationsfeld G [m / s?] auf eine Testmasse m

G:—CVU:csm+T-(ié+cT) (3.5)
und fiir die dynamische Induktion T [s™]:
Wz—iVU:ism+T-[iT—%éj (3.6)
und finden daraus
G =—icT, H:%G (3.7)

Der skalare Term von (3.2) ist , wenn zu Null gesetzt, wiederum ein Erhaltungssatz:

-5, =V-U=0 — %@N.D:o > @N-(q)o):o (3.8)
c” ot ot
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Die Bi-Quaternion Impulsdichte

Analog zur Ladungs- und Stromdichte der Elektrodynamik setzen wir die Bi-Quaternion
Massen- und Impulsdichte py, an mit den Komponenten m [kg / m*] und P, [kg/ sm?:

Pn =Cm+i-ip, (3.9)
oder mit
P =MV =ymyV (3.10)
auch
Pn, =MV =mc+i-imv (3.11)
Dann ergibt die Ableitung der Impulsdichte [kg / sm®]:
om - A = 10Pm) = .
Vp,=—+V-p,+i-|i| cVm+=— |-(V 3.12
Bn= *Y Em K —catJ(XEm)} (3.12)

Im Skalarteil erkennen wir die Kontinuitatsgleichung der Massendichte bez. den Erhal-
tungssatz der Masse

omn -
—+V-p. =0
o " B

Anstelle der Massendichte cm kdnnen wir auch die Energiedichte wy,/c verwenden. Die
Gleichung (3.9) wird dann:

P =Y, 7ip, (3.13)
P c fad

Anstelle der Massendichte gilt fiir Punktmassen auch
P, = W, +1-ip (3.14)

c

Der relativistische Impuls py, einer Punktmasse m mit der Bi-Quaternion Geschwindig-
keit V ist

P, =m,yVY (3.15)
Diese Betrachtung ist analog zu (3.59) und entspricht der gesamten Eigenenergie bez.
Eigenimpuls einer Masse (bez. Ladung). Aus (3.15) folgt unmittelbar

4
W,, =ym,c* = m,c? +%m0v2 +§m0 peRgts (3.16)
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Die Feldgleichungen der Dynamik

Ausgerlstet mit der Bi-Quaternion Impulsdichte py, und dem Potenzialfeld U kénnen
wir analog zur Elektrodynamik (2.23) ansetzen:

1

IVG=ViT=VVU=AU=3p_ (3.17)
C c -

worin g die Gravitationskonstante von 6.67-10™ [N m?/ kg?] ist. Aus (3.17) wird

%pmzl(vé_%j_ivhr. i 9x7-2 8 o5 |- T L9xa]| (s
c° = c c” ot cl ot

beziehungsweise

g g|fem) (0}]_1 vG_aastm VT

— == - J,-i _ = — _ +i - ~ ~ 3.19

¢z P CZKOJ [DH ¢l T o = TxT-1% s 419
= 2 1UxG 2ot TV

V.-T=0 (3.20)
. B} T - =
»AMPERE‘sches Gesetz a0 +VxG=0 (3.22)
Erweitertes ,,COULOMB*sches Gesetz* V-G- aastm =gm (3.22)
. . . - 106G - g .
Erweitertes ,,FARADAY ‘sches Gesetz VxT- o +Vs, =P (3.23)
c c° =

Die letzten zwei Gleichungen gehen mit dem Erhaltungssatz des Gravitationspotenzials
(3.8) tiber zu

,COULOMB*sches Gesetz* 1? .G=m (3.24)
g

FARADAY‘sches Gesetz* VxT- %% = %ﬁ (3.25)
c c° =

Aus (3.17) finden wir auch den Zusammenhang zwischen dem Gravitationsfeld G und
der Impulsdichte pm

P.=-V'G (3.26)
=" g
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Die Wellengleichung der Potenziale

Fir die obigen Gleichungen haben wir den d’ Alembert Operator auf die Potenziale ange-

wendet. Explizit ist das:

110 =) ~.[180 ~,-) 9
AU==| =22V |+ 0| =——-V20 |=2
c{c2 ot ¢ ¢ ot ¢z P

Und daraus folgen die Wellengleichungen der Potentiale

Gor v emom
100 -,~ 0.
car VTR

Bilden wir die Ableitung von (3.17), so finden wir
VV'iT = AT = gv[p
¢ ="

Und daraus

2 - 2R 2
N RN A E AN s g
c” ot clc® ot c” ot
p

18%s, =, g(om -
m_9?s =—2 | Z=4V.p|=0
c? ot "ot at P
10°G =, - 1P
22 _VG=—g|Vm+——=
c? ot? g[ -t at
10*T =p= 0= -
ErO.

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

Diese Gleichungen beschreiben — analog zur Elektrodynamik — bei Abwesenheit von
Massendichten eine transversale ,Gravitationswelle’ mit der Ausbreitungsgeschwindig-

keit c.
)
izzt_f_%:o
C
.
izit_z_wf:o
C
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Die Bi-Quaternion Kraftdichte und Tragheitskraft (Reaktionskraft)
Beniitzen wir mit (2.40) wieder die Bi-Quaternion Leistungs- und Kraftdichte [F mit den
Komponenten P [W / m*Jund E [N/m®]

F=2p+iiF
c
und wahlen den Bi-Quaternion Ansatz
F= 1]pmtD =—ip,T=—p,VU=-mYVU = —m% (3.36)
cE Li¢ Lig

so finden wir mit den Substitutionen (3.8) und mit (3.10) die Kraftdichte auf eine Mas-
sendichte m, die sich im externen Potentialfeld U mit der Geschwindigkeit Y bewegt, zu

1(P) (0) 1({mv-G+mc?s ) . -mv-T
F==| = |+i| 2 |=2 7 2 Gl T (3.37)
c\0 F) cl me’T-muxG mVxT+mG+mvs,

und schliefllich

mv-T=0 (3.38)

CEZ «G=T (3.39)

erweiterte Leistungsdichte m (v G+c? Sm ) =P (3.40)
erweiterte Reaktions-Kraftdichte m (\7 xT+G+Vs_ ) =F (3.41)
Beachtenswert ist auch E-'T’ =0 unddadurch p,-G=P (3.42)a, b

Die Gleichungen (3.40) und (3.41) gehen mit dem Erhaltungssatz des Gravitationspo-
tenzials (3.8) tiber zu

Leistungsdichte (5,=0) mv-G=P (3.43)
Reaktions-Kraftdichte (5,=0) m (\7 xT+G)=E (3.44)
Fr eine Punktmasse m im Potentialfeld U finden wir analog zu (2.40) und (3.36)
F='piiFomyvy=-—mil (3.45)
c dt
erweiterte Leistungsdichte m(v-G+c’s, ) =P (3.46)
erweiterte Reaktions-Kraft m (\7 xT+G+Vs, ) =F (3.47)
beziehungsweise mit dem Erhaltungssatz des Gravitationspotenzials (3.8) ist
Leistungsdichte (5,=0) mv-G =P (3.48)
Reaktions-Kraft (5,=0) m (v xT + é) =F (3.49)
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Die Bi-Quaternion Beschleunigung und Tragheitskraft (Aktionskraft)

Die Aktionskraft, um eine Punktmasse m zu beschleunigen, ist entgegengesetzt zur
Trégheitskraft (Reaktionskraft) (3.45). Das externe Geschwindigkeitsfeld U wird durch

die Koordinatengeschwindigkeit ¥ ersetzt und wir haben den Ansatz
F, =ma= m(jj—?/: myvy

Die Berechnung von a ergibt:

PR A A v (Vxv)
m:c(ojﬂ(ajzc 0\7 %tv +i| Ay . -
N « U —+V(V-V)-Vx(VxV
VXV—C—ZXE ot ) ( )
und schlieBlich
v (Wv):o
lzxﬂzﬁx\"/
c° ot
e - vV oV
Ergiebigkeit e [s7]: VVt——=e
giebig [s7] P
: 21. Vo ol o\ ou(Sva)_ =
Beschleunigung [m/ s7]: E+V(V- )-Vx(VxV)=4d
- 2
oder Nl —Vx(?xv):é
ot 2
oder Q+\7-?\7—(\7x?)x\7=a
ot

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)a

(3.55)b

(3.55)c

Gleichung (3.55)b ist aus der Fluidmechanik bekannt. Neu gefunden haben wir eine
Gleichung fiir die Ergiebigkeit e (oder DurchfluBrate einer Strémung) mit der Einheit ™.

Um die Kraftgleichungen zu finden, multiplizieren wir (3.49) mit einer Punktmasse

m oder einer Massendichte m. Daraus folgt beispielsweise fiir eine Punktmasse

Aktionskraft: F=ma

Leistung: P = mc’e = mc? (@ V+

Ov\)|<1
2
——
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Bi-Quaternion Eigen-Energiedichte und Massendichte

Bilden wir das Skalarprodukt der Bi-Quaternion Stromdichte J und dem davon erzeug-
ten Bi-Quaternion Potenzialfeld A, so finden wir die Eigen-Energiedichte W zu:

szJl:C%pW-W (3.58)

Muit der Bi-Quaternion Impulsdichte p fir eine Massendichte m:
p=mY (3.59)
finden wir
W=A-J=p-VY (3.60)
Daraus und mit (2.34) folgt fiir die Massendichte im statischen Fall (6p/ot=0):

&
m= %p = —C—chmp (3.61)

c
Die Integration (iber das gesamte VVolumen V

m=[m dV:-CizjcpAq, dV:Cizﬂv(pF dV:Cizj(E.E) v (362

ergibt fur ein kugelsymmetrisches Potenzialfeld

2

[ g
m= —dr=
!47:8C2 r} 4rmec?

m

L (3.63)
rm

Mit der Elementarladung q=1.602-10""° [As] und der Elektronenmasse m.=9.11-10* [kg]
finden wir zum Beispiel folgenden Wert fir den Elektronenradius re:

2

= 4:802 mi ~ 2.818-10 % [m] (364)

Aus (3.62) finden wir flr (6¢p/ot=0) den Zusammenhang
czjm dvzaj(E.E) dv (3.65)
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Zusammenfassung

Mit der Verwendung von Bi-Quaternionen kénnen alle wichtigen Grundgleichungen der
Elektrodynamik in sehr kompakter Form erfaflt werden. Es ergeben sich daraus sogar
neue Ansdtze zur erweiterten Schreibweise der MAXWwELL‘schen Gleichungen und
anderen fundamentalen Gleichungen der Elektrodynamik, die mit der Verwendung der
LoreNTz-Bedingung s=0 jeweils in die klassische Form tibergehen.

Eine Deutung des Skalarfeldes s uber die Lorentz-Bedingung hinaus wird an einem
anderen Ort vorgenommen.

Neben der Elektrodynamik eignen sich Bi-Quaternionen auch zur Anwendung in an-
deren Gebieten der Physik, wie beispielsweise in der Mechanik (Dynamik) oder — wie im
Anhang nur angedeutet — in der Quantenmechanik.
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Anhang A

Gegeben sei ein Bi-Quaternion Feld A = A(X), in dem X eine Funktion von Raum und
Zeit ist, so dass A = A(X(t, X1, Xp, X3)). Die totale Ableitung von A nach der Zeit ist
dann:

oA (X
dA = ( )dX:aLAa_dea;Aa_xﬂ(d)_(:_ 6_X6Adt+6_¥aﬂdx (A1)
oX oX ot oX ox ot oX oX X

mit
O _y wd 2_% (A2)
oX oX

Expandieren wir nun den Operator im ersten Term in (A.1) zu
a—Xidt = (3+ icfﬁ)dt (A3)
ot oX ot

oX . OX_. o0X. Lo L - 0
— 8 +—&,+—8&, [[ct+i(X,i8 +X, j& +X,k§,)] X
3

2

(i Do Do e, || 2

b, X,

. 16 .(o6 o &
={i-(idx, +idx, +idx — i —+t—+—
{7 (idx, +id, 3)}Lat [6x1 X, axj
+(iidx)(7iv)
=df<.v+i‘.(ldxﬁ—dxw)
c ot

und schlieBlich

——dX =d>‘<-§+T-(ldY<g—df<x§J (A4)
c ot

Die Addition von (A.3) und (A.4) und die anschliel}ende Division mit dt ergibt das totale
Zeitdifferential in Bi-Quaternion Form:

w9 o i v Lo L |- (ux9) (A5)
dt ot c ot
Das spezielle Multiplikationszeichen o bedeutet, dass beim Anwenden des Operators fur

den Skalarteil das Skalarprodukt und fir den Vektorteil das Kreuzprodukt angewendet
werden muf3.
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Anhang B
Gegeben sei die Transformation:

x’:ltu*x=y[1—f-izj(ct+7-i7<) (B.1)
C C

Daraus wird

(Ct'+i“.iy('):y{(ct_¥j+ic(ii—i\7t—VEXH (B.2)

Wir finden durch Koeffizientenvergleich:
ct'= y(ct —uj (B.3)

X' =y(X-Wt) (B.4)

Die erste Gleichung (B.3) ist bekannt und entspricht der Lorentz-Transformation der Zeit
in vektorieller Form. Dass das auch fir Gleichung (B.4) zutrifft, zeigt folgende
Entwicklung:

S
—

V-y[f(—\?t]zy\?»?—yV

Il
—~
<
I
[N
~—
<l
i
+
<l
xi
I
<
<
—

Der Term in der eckigen Klammer der letzten Zeile wird in vielen Textbuchern als
Lorentz-Transformation des Vektors X . beschrieben. Durch Vergleich der beiden Terme
in eckigen Klammern finden wir die Identitét

y(X—Vt):X—va(y—l)%; (B.5)

was beweist, dass (B.4) tatséchlich die Lorentz-Transformation von X . darstellt. Fir v
kollinear zu X gehen beide Gleichungen uber in die bekannte Form

t':y(t—v—)z(j (B.6)
C

X' =v(x—vt) (B.7)
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Anhang C
Wir starten mit

—(AA)VA=IVA =

—(AA)VA-pE =0 (C1)
i
Darin haben wir folgende Terme:
-VA = lrE =s+1i- (l E+ Bj (C2
c c
AR _1(6 E_ﬁj_ﬁ.éﬁ. i vxB-LE 55|t
c ot c” ot

B . -

—H[F——pp{ (V-E+c’s)-iv-B+i- [n‘/xB+iE+i\75+1(czl§—\7xE)} (C4)
c

Gleichung (C.4) ist bereits der zweite Term in (C.1). So missen wir noch den ersten
Term berechnen:

( E—%j—lv B+
c
~(AA)VA =

s+
1 0B oB i‘(ihéj €9
VxB——— Vs |-=| —=+VxE c
((ee-b 5]
Imaginérer Skalarterm

Fir den imaginaren Skalarterm von (C.5) finden wir

%,_a
=-VxE )

~S9.B-B.(VxB)r SE(VxE)r 2B P 18 LE 595-5.(vxB)-0
0 & .

=VxB+Vs

—_—

0
0
Dies ist, zusammen mit dem imaginaren Skalarteil von (C.4): -upv-B

-B=-uJ-Bin(C.1):
wi-B=0 (C.6)
Redler Skalarterm

Berechnen wir den reellen, skalaren Term von (C.5) so ist

1 s(VE)_SﬁJFE.(ﬁxé)_%ﬁ.ﬁﬂé.ﬁ%é.aB 5.
c ot c ot
Und erweitert:

c
und erhalten
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L |5(V-E)=s s 22 1 E(9xB)-E- T +E-Vs+B- S4B (VE
ot ot ot
2 . OE €9
C — . I, o = =
+ c_ZEE 2UE-J-2E-Vs-2E-(VxB)
oder
1{1-0E = 0B = = =\ = /= o E) 28
SiFE By B-(VxE)-E:(VxB)+2uE-J-E-Vs+s(V-E)-s
V~(Exl§)
Dann, mit
v.E=P, 08
g ot
folgt
1 %E'§+B~§ @( B)+2pEJ E. Vs+sE (C.10)
c|lc ot ot

Mit dem reellen Skalarteil von (C.4):

%{up(v- E+c? s)} =%{M3~E+SS}

zusammen mit (C.9) in (C.1) erhalten wir schlieRlich Poyntings Theorem in verschiede-
nen Schreibweisen

1 - ~ e oy = = -
C—ZE-E+B-E+V-(EXB)+E-(pJ—Vs):O (C.12)
1(16E> 0B = (= =\ =/« =
E(FE = j+V-(E><B)+E-(uJ—VS)=O (C.12)
2 2 D
LIoE 0B 1,9 exBlie[3-L9s]-0 (C13)
2 ot ot u u
2 2
1 s£+pﬂ +V-(ExH)+E- i-19s -0 (C.14)
2 ot ot 1)

und mit Einsetzen der Maxwell-Gleichung

- - D T =\ = 0
O:S(V —ES—SJ:V~(SE)—(VS)~E—SES—SS

in (C.12) erhalten wir
2 2 2
1 a—S+i2£+aB +V(E><I§—SE)+E-3+SE:O (C.15)
2t c® ot ot €
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Imaginérer Vektorterm
Far den imaginaren Vektorteil von C.5 finden wir:

—B(V-B)+s(VxB)-—+sVs+(V B)XB—%EXB
. ¢t ot (C.16)
+VsxB-=BxE- L (UxE)xE- L LBE 4 LE(V-E)
c” ot c c- ot c
Mit den Bi-Quaternion MAXwWELL Gleichungen
V-B=0 und VXB—i§+pJ Vs
¢ ot
reduzieren wir (C.16) zu
16E = - = 1B - 1,2 =\ = 1085= 1=/= =
sui+(VxB)x B—CTEXB+VS><B—C—ZE><E—C—2(V E)xE- c—ng+c—zE(V‘E)
oder
1oje oy (o =y = 1 =y = 1|0E - B =| 16s
C—ZE(V~E)+(V><B)><B C7( xE)xE- C7|:EXB+EXE:|—?EE+VSXB+SuJ

Um das VVorzeichen des dritten Terms zu andern, addieren wir den letzten Term

Cizé(ﬁé) (VXB)XB+i(VxE)xE—%% B_Ci% E—Ci%SE+VS><B+SuJ—£(§ E)xé

—VT
2

beniitzen AMPERE’s Gesetz VxE=-—

und erhalten

Mit zwei Vektoridentitdten und mit der FARADAY Gleichung, multipliziert mit s
656~8E~~~~~~ 1E - - -
EE_&( E)-s— < (VS)XB=VX(SB)—S(VXB),0=S[C—ZE—VXB+HJJ
wird Gleichung (C.17)

SE(VE)#(VxB)xB+ S (VXE)xE- S 2 (ExBasE)+UxsB  (C1)
Muit einsetzen von (C.18) und dem imagindre Vektorteil von (C.4)
ppi—-[(E+\7x B)+\75] = uT~[pE+j>< B+35]

in (C.1) erhalten wir schlieB8lich

1o 5 Lo =y =

—E(V-E)+(VxB)xB+—(VxE)xE

E(V-E)+(VxB)xB+(VxE)x (C.19)
_Cizg(éxé+SE)+§xSE:ppE+uij+qu
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Anhang D: Quantenmechanik

Relativistische Wellengleichung

ConwAY®! hat 1937 eine mégliche Schreibweise der relativistischen Wellengleichung
mit Quaternionen gezeigt, wenn man die HAMILTON schen Einheiten als Pre- und Post-
faktoren verwendet. Nachfolgend wird mit der hier vorgestellten Quaternion-Notation
die relativistische Wellengleichung hergeleitet. Dazu beniitzen wir den Impuls

P, =mY (4.2
und die Definition der gesamten Energie einer Masse
E= C|]p| (42)

so dass daraus und mit (1.24) die EINSTEIN‘sche Formel hergeleitet werden kann fiir
k=1.3:

E? =m’c* +c*) p; 4.3)
k

Bis hierhin wurde die Energie als eine skalare Funktion ausgedriickt, welche beispiels-
weise flr einen ruhenden Kdérper einen konstanten Wert annimmt. Die Quantenphysik
hat aber gezeigt, dass dies mikroskopisch nicht korrekt ist, sondern dass die Energie
oszilliert und somit einer Wellengleichung geniigt. Die Gleichung (4.3) kann als ,statis-
tisch gemittelte* Gleichung einer Ansammlung vieler einzelner ,,Energieoszillatoren®
verstanden werden. Flr einzelne sogenannte Elementarpartikel wird die Schwingungs-
eigenschaft der Energie sichtbar.

Gleichung (4.3) ist bereits in einer quadratischen Form, wie dies auch bei den Dif-
ferentialoperatoren einer Wellengleichung der Fall ist. Um die Wellengleichung hinter
der Energiegleichung zu finden, werden die in der Quantenphysik bereits etablierten
Substitutionen fur die Differentiale benitzt

a—_ﬁﬁ und  p, aﬁﬁ , (4.4)a, b
ic ot i OX,

worin 7 dem PLANCK‘schen Wirkungsquantum entspricht. Diese Differentiale miissen

nun auf eine neue Funktion angewendet werden. Dies ist nicht anderes als eine (einheits-
lose) Wellenfunktion ¥. Diese Wellenfunktion kann ebenfalls durch ein Bi-Quaternion
dargestellt werden:

Y=y, +i-iy, (4.5)
Damit folgt durch Einsetzen in (4.3) direkt DIRAC*s relativistische Wellengleichung
1% - mi®
c—zy—Aql + hz ‘P = O (46)

Teilchen ohne externe Potentialfelder
DIRAC hat die Energiegleichung (4.3)

E=xc [m’c®+> p; 4.7)
k

durch Wurzelziehen I6sen konnen, indem er Matrizen eingefiihrt hatte. Anderseits bietet
die Gleichung (4.2) eine andere Mdglichkeit ohne Wurzelziehen durch direktes Ver-
wenden des Quaternion-Impulses. Das Vorzeichen des Quaternion-Impulses darf sich
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darin allerdings nicht &ndern. Dies kann durch ein Umformen von Gleichung (4.2)
erreicht werden:

E=+cp dennesist E=|E|=c|p| (4.8)

Die beiden mdglichen Vorzeichen zum Energiezustand in (4.7) und (4.8) hat DIRAC
veranlaft, die Existenz von Antiteilchen — insbesondere des Positrons — zu postulieren.
Durch Einsetzen der Substitutionen (4.4) in (4.8) folgt eine weitere Gleichung DIRAC"s:
N T T T 1. I 49
OX, OX,  OX; c ot
Diese Gleichung unterscheidet sich auf den ersten Blick zur originalen DIRAC-Gleichung
dadurch, dass keine Matrizen verwendet werden. Allerdings lassen sich auch die HAMIL-
TON‘schen Einheiten als Matrizen schreiben (siehe Anhang E). Durch Ausmultiplizieren
von (4.9) folgt das Gleichungssystem:

BV oy, B[OV, 0¥, Vs

c ot i\ 0x, 0OX, OX,

E%—mcwﬁh ia\lj(’—aw3+a\|j2 =0

c ot oX; OX, 0OX, (4.10)
ﬁaWz—mC\szrh 8\;/3”%_% =0

c ot OX,  OX, OX,

OX, OX,  OXg

ﬁ%_mws_h(@wz v 0w |y
c ot

Wie bei dem DIRAC schen Gleichungssystem werden auch hier vier Gleichungen flr ein
Teilchen ohne externe Potentialfelder vorgestellt. Analog zum Vorgehen ohne externe
Potentiale kann auch mit externen Potentialen vorgegangen werden.

Teilchen im externen Potentialfeld

Durch ein externes Potentialfeld &ndert sich der Impuls eines geladenen Teilchens. Defi-
niert man den Impuls eines externen Feldes auf eine Ladung g mit

P, =—0A (4.11)
so folgt fiir dessen Energie
E, =c|py| = —ca|A| (4.12)
und
[E, = FCqA (4.13)
Die Gesamtenergie ist dann
E = c(+p, F9A) (4.14)

Die erweiterte DIRAC Gleichung folgt daraus wieder durch die Substitution der Energie
und des Impulses:

d (@ (@ 10 ¢
ni| —-0A, |i+| —-0A ——gA, [k+=— ¥~ mc+q—- |¥=0 (415
{{8x1 g 1]'+(ax2 q zj”[m q 3] +c6t} ( +ch (4.15)

Auch in diesem Fall kénnen Quaternionen anstelle von Matrizen verwendet werden.
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Anhang E: Matrizen in Quaternion-Form
Nach Arthur CAYLEY lassen sich komplexe Zahlen als Matrizen darstellen:

a+ib:m mit i:(o _1j (4.16)

b 10

L . (0 -1)(0 -1} (-1 0

i‘=ii= = =-1 (4.17)
M S b

Die HAMILTON schen Einheiten der Quaternionen bilden zusammen mit den Zahlen 1
und -1 eine nicht-ABEL‘sche Gruppe achter Ordnung, deren ersten vier positiven
Elemente sind:

(9 0y LY Y

Ersetzt man nun die imaginére Einheit i mit der Matrix (4.16), so folgt:

Beispiel:

0-100 00 10
|to0o00| . |00 01

0001l 'T|1000

00 -10 0 -100

00 0 -1 1000

00 10 0100
k= 1= (4.19)
0-100 0010

10 00 0001

Das Quadrat dieser Matrizen ergibt jeweils -1, wie es die HAMILTON’sche Definition
(1.2) verlangt.
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